Cage de Faraday by Cheritat, Arnaud
ar
X
iv
:m
at
h/
03
06
37
5v
2 
 [m
ath
.D
S]
  1
7 J
ul 
20
03
Cage de Faraday
Version du 5 aouˆt 2002.
Avertissement : cet article n’a pas un statut fixe et est susceptible d’e´voluer a` tout moment.
I. Introduction
Motivation
Dans ma the`se [C], la preuve du lemme 5.4 est fausse (page 40, partie I, section 5 :
“Application a` une nouvelle preuve du the´ore`me de Yoccoz”). Cela remet en ques-
tion le lemme 5.5 et son corollaire 5.6 qui suivent.
Je donne ici un e´nonce´ analogue au corollaire 5.6 qui suffit a` l’utilisation qui en est
faite dans ma the`se, ainsi qu’une preuve inspire´e du travail de Rohde et Zinsmeis-
ter [RZ].
Notons que Xavier Buff a trouve´ une preuve tre`s e´le´gante d’un e´nonce´ plus fort que
le lemme 5.5, ce qui sauve ce dernier ainsi que son corollaire 5.6.
Situation du proble`me
Dans [C], nous composons une suite de reveˆtements universels φn : (D, 0) →
(D \ Xn, 0) ou` Xn est un ensemble fini de points non nuls. La de´rive´e en 0 de
la compose´e φn ◦ · · · ◦φ0 est de valeur absolue de´croissante en fonction de 0, et nous
cherchons a` prouver qu’elle tend vers 0 quand n −→ +∞. Nous disposons pour cela
d’informations sur la suite Xn : Xn est l’image par une certaine fonction fn : D→ D
fixant 0 de l’ensemble rnUqn ou` rn ∈]0, 1[, qn ∈ N
∗, et Uq de´signe l’ensemble des
racines q-ie`mes de l’unite´. De plus, nous savons que
∏
rn −→ 0 et que la distance
hyperbolique dans D de rn a` rn exp(i2pi/qn) tend vers 0. Ces conditions sont-elles
suffisantes ?
Dans cet addendum, nous ne retiendrons que le fait qu’il existe une constante d > 0
tel que pour tout N, Xn est une chaˆıne cyclique de points de D, chacun situe´ a`
distance distance hyperbolique ≤ d du suivant, faisant le tour de 0 au moins une
fois, et tous a` distance euclidienne ≥ 1− rn du bord de D. Nous obtenons alors une
majoration du type
ln |φ′(0)| <
ln rn
K(d)
(< 0)
1
pour une certaine constante K(d) > 0 de´pendant de d.
Note : dans le meˆme temps que le pre´sent travail, Xavier Buff a` de´montre´ que sous
la condition originelle Xn = f(rnUqn), alors
|φ′n(0)| < |ψ
′
n(0)|
ou` ψn est le reveˆtement universel (D, 0) → (D \ rnUqn , 0), or il est relativement
facile d’obtenir une majoration du type ln |ψ′n(0)| <
ln rn
K ′(d)
(voir les calculs effectue´s
dans [C], partie I, section 6.5, pages 60 et 61, montrant une majoration), ce qui est
suffisant. De plus, K ′(d) −→ 1 quand d −→ 0.
Heuristique
Prenons le disque D et retirons-lui un seul point : X = {z}. On peut calculer
explicitement le rayon conforme r (voir [C]) de D \ X . Notons ε = 1 − |z|, et
faisons tendre |z| vers 1. Alors r = 1 − ε2/6 + O(ε3). Ainsi la contribution d’un
point proche du bord du disque est de l’ordre du carre´ de la distance au bord. Si
maintenant, on prend pour X la composante contenant 0 du disque prive´ de la
ge´ode´sique passant par z et orthogonale a` [0z], alors r = 1 − ε2/2 + O(ε3). Ainsi
la chute de rayon conforme est du meˆme ordre de grandeur que pour le point isole´.
Dans le second cas, c’est e´galement l’ordre de grandeur de l’aire de la partie retire´e.
Notons momentane´ment H(z) la re´gion retire´e.
Si on retire une courronne concentrique, la perte est e´galement de l’ordre de l’aire
retire´e. Si on retire une suite finie de points re´gulie`rement re´partie sur un cercle
concentrique, tels que la distance entre deux points conse´cutifs est de l’ordre de
la distance au bord, la perte de rayon conforme sera de l’ordre de cette distance
(voir [C], partie I, section 6.5), donc de l’ordre de l’aire de la re´union des re´gions
P (z).
Si on retire un nuage de points tre`s proches d’un meˆme point z ∈ D, alors d’une
part le rayon conforme est quasiment le meˆme qu’en retirant le seul point, d’autre
part les re´gions P (z) se superposent, et donc a` nouveau l’aire de leur re´union et la
perte de rayon conforme sont commensurables.
Est-ce vrai plus ge´ne´ralement? C’est l’objet de la proposition 2 de cet article. Notons
que pour des raisons pratiques, la forme des re´gions retire´es y diffe`re.
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II. Rayon conforme des grands ouverts du
disque
w0 T
exp
−→
z0
V
Pour z0 ∈ D non nul, soit w0 une quelconque pre´image par l’application expo-
nentielle, et conside´rons le triangle T , intersection du demi-plan “Im(w) ≤ 0” et
du secteur d’e´quation |Arg(w − w0)| ≤ pi/4, sommet compris (triangle e´quilate´ral
isoce`le d’hypote´nuse pose´e sur l’axe imaginaire et de sommet droit place´ en w0).
Soit V (z0) = exp(T ).
Notons que le domaine V (z) s’auto-intersecte si |z| ≤ e−pi. Ce ne sera pas un
proble`me, d’autant plus que les points z qui nous inte´resseront seront proches du
bord du disque.
exp
−→
Remarquons e´galement que le choix d’un triangle en coordonne´es logarithmiques
est arbitraire, et qu’il y a d’autre formes et conventions qui conviendraient pour ce
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qui va suivre.
Avant d’e´noncer la proposition 2, inte´ressons nous d’abord a` un cas simple.
Lemme 1 (contribution d’un point) Si u > 0, x = e−u, U = D \ {x}, et r est
le rayon conforme associe´ a` U , alors
r =
u
sinh(u)
Quand u −→ 0,
r = 1−
u2
6
+O(u3)
pour tout u ∈]0, pi], − ln(r)/u2 ∈ [K1, 1/6], avec K1 > 0.13.
Voir ma the`se ([C]) pour les deux premie`res affirmations. La troisie`me est e´le´mentaire.
Soit u > 0, x = exp(−u), r le rayon conforme de D \ {x}, et a = 1/2pi× l’aire de
T (−u) dans le quotient C/i2piZ. On calcule explicitement que r =
u
sinh(u)
, que
a = u2/2pi si u ∈]0, pi], a = u− pi/2 si u ∈ [pi,+∞[, et une e´tude de fonction montre
alors que le quotient
| ln r|
a/2pi
est toujours compris entre 0.75 et 1.05.
Figure : illustration de la proposition 2. Le domaine D prive´ des
points est approxime´ par D prive´ des “triangles” issus de ces points.
L’aire de la re´union des triangles pleins, divise´e par 2pi, est de l’ordre
de 1− r
La proposition suivante ge´ne´ralise un re´sultat de Rohde et Zinsmeister ([RZ]).
Proposition 2 Il existe des constantes K ′ > K > 0 telles que pour tout ouvert
U inclus dans D et contenant 0, notons r le rayon conforme en 0 du reveˆtement
universel de U , A =
⋃
ew∈D\U
T (w) et a = aire(A)/2pi mesure´e dans le quotient
C/i2piZ. Alors
−K ′.a ≤ ln r ≤ −K.a
4
De fac¸on e´quivalente, (si U 6= D)
K ≤
| ln r|
a
≤ K ′
Seule la majoration de r sera utilise´e pour la correction de la the`se.
Notons que ce lemme a de´ja de l’inte´reˆt dans le cas ou` le domaine U est simplement
connexe. Alors, r est son rayon coforme au sens classique.
Un lemme utile
Le lemme suivant sera utilise´ deux fois
Lemme 3 Pour tout ouvert O inclus dans le cylindre L = C/2ipiZ et contenant
le demi-plan “Re(z) < −pi”, il existe un ensemble fini ou de´nombrable de points
wi ∈ O, i ∈ I, tels que les domaines T (wi) soient deux a` deux disjoints, et tels que
⋃
w∈L\O
T (w) ⊂
⋃
i∈I
T5(wi)
ou` T5(w) = T (5Re(w) + i Im(w)) est un triangle de base 5 fois plus grande que
T (w). Par conse´quent,
∑
i∈I
aire T (wi) ≤ aire
⋃
w∈L\O
T (w) ≤ C3.
∑
i∈I
aire T (wi)
ou` C3 = 25.
Preuve : Construisons par re´currence une suite Wn de sous-ensembles finis de
points de L \ O dont la partie re´elle appartient a` l’intervalle [−pi/2n,−pi/2n+1[ de
la fac¸on suivante. E´tant donne´s W0, . . . , Wn−1 tels que les triangles T (w) pour
w ∈W0 ∪ · · · ∪Wn−1 sont deux a` deux disjoints, conside´rons l’ensemble des points
de L \ O dont la partie re´elle appartient a` l’intervalle [−pi/2n,−pi/2n+1[. Un sous-
ensemble W tel que les triangles T (w) sont deux a` deux disjoints posse`de au plus
2n+1 e´le´ments, car les segments de l’axe imaginaire correspondant a` leurs bases
doivent eˆtre deux a` deux disjoints. Soit Wn un sous-ensemble maximal tel que les
triangles T (w) pour w ∈ Wn sont disjoints des T (w) pour w ∈ W0 ∪ · · · ∪Wn−1 :
Wn est fini.
Maintenant, pour tout w ∈ L \ O, soit n tel que Re(w) ∈ [pi/2n, pi/2n+1[ : il existe
w′ ∈ W0 ∪ · · · ∪Wn tel que T (w) ∩ T (w
′) 6= ∅. La hauteur de T (w′) est > pi/2n+1
et celle de T (w) est ≤ pi/2n, T (w) ⊂ 5T (w′), ou` 5T (w′) de´signe le triangle ho-
mothe´tique a` T (w′), de rapport 5 et de centre le milieu de la base de T (w′). On en
de´duit que l’aire dans le cylindre de la re´union des T (w) pour w ∈
⋃
n∈N
Wn est ≤ 25
fois celle de la re´union des T (w) pour w ∈ L \O. 
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La construction “a` la Vitalli-Carathe´odory” de cette preuve remplace l’argument
de de´composition dyadique de [RZ]. En raisonnant plus finement, on peut faire
descendre le facteur 25 a` 5 + ε pour tout ε, et peut-eˆtre meˆme en dec¸a`.
Voici une version adapte´e pour le disque D, alle´ge´e en vue de son application a` la
majoration de r :
Lemme 4 Pour tout ouvert U inclus dans D et contenant le disque B(0, e−pi), il
existe un ensemble fini ou de´nombrable de points wi ∈ U , i ∈ I, tels que les domaines
T (wi) soient deux a` deux disjoints dans le quotient C/i2piZ, et tels que
aire
⋃
ewinD\U
T (w) ≤ C3.
∑
i∈I
aireT (wi)
les aires e´tant mesure´es dans le quotient.
Version alle´ge´e pour la minoration de r :
Lemme 5 ∑
i∈I
aireT5(wi) ≤ C3. aire
⋃
ew∈D\U
T (w)
les aires e´tant mesure´es dans le quotient C/i2piZ.
Preuve de la proposition 2
Traitons tout de suite le cas ou` il existe z ∈ D\U tel que |z| ≤ e−pi. Soit z de module
minimal, et u > 0 tel que z = exp(−u). Alors u − pi/2 ≤ au, et e−u ≤ r ≤
u
sinhu
,
d’ou`
ln(sinh(u)/u)
u
≤
| ln r|
a
≤
u
u− pi/2
Une e´tude de fonction montre alors que
0.4 ≤
| ln r|
a
≤ 2
Dans le cas ou` tous les point z ∈ D \ U ve´rifient que |z| > e−pi, nous proce´derons
en deux e´tapes, en nous inspirant de [RZ].
Majoration de r
Commenc¸ons par quelques calculs.
E´tant donne´ z = exp(w) ∈ D, soit E(z) = exp(D(w)) ou` D(w) = Im(w).i−Re(w)×
D0 et D0 est le sous ensemble de C d’e´quation Re(w) ≤ h(Im(w)), avec h : R→ R
une fonction continue de´finie par h(y) = −1 pour y ∈]−∞,−2]∪ [2,+∞[, h(y) = 0
pour y ∈ [−1, 1], et h affine sur les deux intervalles restant
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0 x2 x 0 x2 x
Lemme 6 Il existe une constante universelle C1 telle que pour tout x ∈ [e
−pi, 1[,
soit x′ le point image de x par la repre´sentation conforme de E(x) sur D qui envoie
0 sur 0 avec de´rive´e > 0. Alors
− lnx′
− lnx
> C1
Preuve :
Majorons la distance hyperbolique d dans E de 0 a` x.
ln(x)ln(x2)
Joignons d’abord 0 a` x2. Comme E contient le disque
B(0, x), la distance hyperbolique de 0 a` x2 dans E est
≤ celle dans B(0, x), qui est e´gale a` celle de 0 a` x
dans D, c’est a` dire tanh−1(x). Maintenant, relions x2
a` x : E contient un domaine, image injective par l’ex-
ponentielle d’un rectangle de meˆme base que le triangle
T (ln(x)) et de hauteur 3/2 de celle-ci. Sur ce rectangle,
la distance hyperbolique de ln(x2) a` ln(x) est une con-
stante universelle C2, et il est facile de voir que C2 < 1.
Donc d ≤ tanh−1(x) + C2. Si on uniformise E sur D,
le point x est envoye´ sur un point x′ situe´ a` distance
hyperbolique de 0 e´gale a` d, donc a` distance euclidienne
e´gale a` tanh(d). On en de´duit par une suite de calculs
e´le´mentaires que
− lnx′
− lnx
≥ exp(−2C2)
1− e−pi
pi
> 0.04
(nous n’avons pas e´te´ tre`s fins dans cette minoration).

Nous conside´rons maintenant une suite de´croissanteUi de sous-ensembles de D. Pour
simplifier l’expose´, nous supposerons l’ensemble des points des points zi fini. Nous
voulons retirer au disque un par un les triangles associe´s aux zi en commenc¸ant par
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les plus petits (dans le cas ou` l’ensemble des zi est de´nombrable, leur norme tend
vers 1 et donc il faut proce´der dans l’ordre inverse : rajouter un a` un les triangles au
domaine prive´ de tous les triangles) Classons les points zi de sorte que leur normes
forment une suite de´croissante. Soit U0 = D et Ui = Ui−1 \{zi}, c’est a` dire que l’on
retire successivement a` D les points en commenc¸ant par les plus proches du bord.
Soit ri le rayon conforme du reveˆtement universel de Ui : r0 = 1. Pour tout i > 0,
le domaine Ui−1 contient E(zi). Soit φ : (D, 0) → (Ui−1, 0) reveˆtement universel.
Soit ψ la branche inverse de´finie sur E(zi) et envoyant 0 sur 0. Soit x
′′
i = |ψ(zi)|.
Alors x′′i < x
′
i ou` x
′
i est le nombre correspondant a` x = |zi| dans le lemme 6. Donc,
d’apre`s les lemmes 6 et 1,
Fig. 1 – Les triangles pre´ce´dent le triangle venant d’eˆtre pose´ sont tous en dehors
de
− ln
ri
ri−1
≥ K1(ln x
′′
i )
2 (lemme 1)
≥ K1(ln x
′
i)
2
≥ C21K1(ln |zi|)
2 (lemme 6)
= C21K1 aireT (wi)
Soit K2 = C
2
1K1. Ainsi ln ri − ln ri−1 ≤ −K2 aireT (wi). Donc, en notant r le rayon
conforme du reveˆtement universel de U ,
ln r ≤ −K2
∑
i∈I
aireT (wi))
et donc d’apre`s le lemme 4,
ln r ≤ −
K2
C3
aire
⋃
ew∈D\U
T (w) = −Ka
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La constante K = 2piK2/C3 que nous avons obtenue est tre`s petite (elle vaut
approximativement 1/20000), mais nous n’avons pas cherche´ a` optimiser le calcul.
Minoration de r
Cette minoration n’interviendra pas dans la correction de la the`se.
Le lemme suivant peut avoir son utilite´ dans d’autres contextes :
Lemme 7 Soit W ( C un disque topologique contenant 0. Pour tout ferme´ A
ne contenant pas 0 tel que la composante connexe U de W \ A contenant 0 est
simplement connexe, soit λ(A) = r(U)/r(W ) ou` r(·) de´signe le rayon conforme par
rapport a` 0.
Si A et B sont deux ferme´s ve´rifiant les conditions ci-dessus, alors A∪B les ve´rifie,
et
λ(A ∪B) ≥ λ(A)λ(B)
Preuve : Soit S2 la sphe`re de Riemann. Nous utiliserons les deux re´sultats de topolo-
gie suivants. Un ouvert connexe et simplement connexe de S2 a son comple´mentaire
connexe. Toute composante connexe du comple´mentaire d’un ferme´ connexe de S2
est simplement connexe. Soit maintenant U associe´ a` A et U ′ a` B. Par hypothe`se,
C \ U est connexe et C \ U ′ aussi. Comme ils contiennent tout deux C \W , leur
re´union C \ (U ∩ U ′) est connexe. La composante connexe U ′′ de W \ (A ∪B) qui
contient 0 est e´galement la composante connexe de U ∩U ′ qui contient 0. Donc elle
est simplement connexe.
Conside´rons la fonction de Green g de W en 0, et gA (resp. gB, gA∪B) celle de la
composante de W \ A contenant 0 en 0 (et ainsi de suite). Par fonction de Green
nous entendons le supremum des fonctions sous-harmoniques positives s’annulant
au bord et infe´rieures a` cste− ln |z| en 0 : c’est une fonction harmonique positive
s’annulant au bord et ayant en 0 pour de´veloppement limite´ − ln(z) + ln(r) + o(1)
ou` r est le rayon conforme. Soit la fonction h = g + gA∪B − gA − gB, de´finie sur
U ′′. Cette fonction est harmonique, meˆme en 0. L’ine´galite´ de l’e´nonce´ e´quivaut a`
h(0) ≥ 0 (notons que nous avons, d’apre`s les inclusions entre les divers ensembles,
g ≥ gA ≥ gA∪B et g ≥ gB ≥ gA∪B, mais que cela n’implique pas h(0) ≥ 0). Par le
principe du minimum, il suffit de montrer que les valeurs d’adhe´rences de h au bord
de U ′′ sont ≥ 0. Tout point z au bord de U ′′ est dans le bord d’au moins un des
trois ensembles W , U , ou U ′. Au bord de W , les quatre fonctions tendent vers 0.
Au bord de U , en termes de valeurs d’adhe´rences, gA est nulle, g ≥ gB et gA∪B ≥ 0,
donc h ≥ 0. De meˆme pour le bord de U ′. 
On peut formuler ce re´sultat ainsi : pour les domaines simplement connexes, quand
on enle`ve un meˆme morceau a` deux domaines l’un contenant l’autre, la perte relative
de rayon conforme est moindre pour le domaine le plus petit.
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Reprenons la suite zi = exp(wi) ou` wi est fournie par le lemme 3, et soit V5(zi) =
exp(T5(zi)). L’ouvert U
′ = D \
⋃
i∈I
V5(zi) est inclus dans U . Son rayon conforme
est donc infe´rieur a` celui de U . D’autre part, il est simplement connexe (car e´toile´
par rapport a` 0). D’apre`s le lemme 7, son rayon conforme est supe´rieur au produit
des pertes induites par chaque V5(zi) pris isole´ment. Comme dans le lemme 1, la
contribution d’un seul triangle est de l’ordre de son aire :
Lemme 8 Soit u > 0, x = exp(−u), U la composante connexe contenant 0 de D
prive´ de la ge´ode´sique passant par x et orthogonale a` (0x), et r le rayon conforme
associe´ a` U . Alors
r = 1/ cosh(u)
Quand u −→ 0,
r = 1−
u2
2
+O(u3)
Lemme 9 (contribution d’un triangle) Il existe des constantes K3 > K4 > 1
telle que si 0 < u ≤ pi, x = e−u, U = D\{V5(x)}, et r est le rayon conforme associe´
a` U , alors
− ln(r)/ aire T5(u) ∈ [K4,K3]
Preuve : Par un argument de continuite´, il suffit de s’inte´resser
au cas ou` u est proche de 0. On peut alors placer le bord de V5(x)
qui est tre`s proche d’un triangle entre deux ge´ode´siques comme sur
la figure ci-contre. Avec des bases commensurables, leur aire est
commensurable. On conclut ensuite avec le lemme 8. Nous trouvons
que K3 = 8/2pi convient. 
D’apre`s le lemme 7
ln r′ ≥
∑
i∈I
−K3 aireT5(wi)
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d’ou`
ln r ≥ ln r′ ≥ −K3
∑
i∈I
aireT5(wi)
≥ −K3C3. aire
⋃
exp(w)∈D\U
T (w)
d’apre`s le lemme 5.
On obtient ainsi une constante K ′ = 2piK3C3. Dans nos estimation, K
′ = 200, ce
qui n’est pas excellent.
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III. Application a` la correction de la the`se
Nous n’utiliserons que la majoration de r dans la proposition 2.
Lemme 10 Pour tout u > 0, soit T le triangle plein ferme´ de sommets −u, ipi et
−ipi. La plus petite longueur hyperbolique l(u) dans D d’un chemin e´vitant 0 et dont
le releve´ relie T a` un translate´ de T + 2ipi, tend vers +∞ quand u −→ 0.
Nous le reformulerons ainsi : pour passer le coˆne de parame`tre u, un chemin doit
avoir une longueur ≥ l(u).
Lemme 11 Pour tout d > 0, il existe une constante K(d) > 1 telle que pour tout
ensemble fini de points z0,z1, . . . , zn = z0 de D, non nuls, tels que zi+1 et zi sont
relie´s par un chemin γi e´vitant 0, de longueur hyperbolique ≤ d dans D, et tels que
la concate´nation des γi fait au moins un tour autour de 0, si on note Z = {zi}i=1...n
et r′ le rayon conforme de D \ Z, alors
ln r′ ≤
ln(max |zi|)
K(d)
(< 0)
Preuve : Autrement dit, si on note m = max |zi|,
− ln r′
− lnm
≥
1
K(d)
Premier cas : l’un des points de Z est a` distance < e−pi de 0. Soit zk le point le plus
proche de 0. Notons |zk| = exp(−u) : lnm ≥ −u. D’autre part, r
′ est plus petit
que le rayon conforme de D \ {zk}, donc ln r
′ < ln(u/ sinhu), d’ou` − ln r′/− lnm >
ln(sinhu/u)/u > ln(sinh(pi)/pi)/pi > 0.4, car u > pi et u 7→ ln(sinhu/u)/u est une
fonction strictement croissante.
Deuxie`me cas : tous les points de Z sont a` distance ≥ e−pi. Soit u > 0 tel que u < pi
et l(u) > d dans le lemme 10. A un e´le´ment z ∈ Z, z = exp(w), on associe un
intervalle de iR/i2piZ, de centre i Im(w) et de longueur 2pi|Re(w)|/u, note´ I(z). La
re´union des I(z) pour z ∈ Z recouvre tout le quotient iR/i2piZ. En effet, supposons
par l’absurde qu’un point iy e´chappe a` cette re´union. Chaque γi a une longueur
hyperbolique dans D qui est ≤ d, donc < l(u). Or la succession des γi fait au moins
un tour autour de 0, donc doit passer d’un cote´ a` l’autre du coˆne issu de iy et de
parame`tre u, or d’apre`s le lemme pre´ce´dent il est trop court pour cela.
On se´lectionne maintenant un sous-ensemble E de Z dont les intervalles I(z) sont
deux a` deux disjoints, en commenc¸ant par le plus grand, puis en se´lectionnant par
re´currence le plus grand parmi ceux qui restent et qui sont disjoints de ceux de´ja`
se´lectionne´s. Alors, la re´union des intervalles de meˆme centres et de longueur triple
recouvre tout iR/i2piZ. Comme les e´le´ments I(z) pour z ∈ E sont deux a` deux
disjoints, et contiennent la base de T (z), les T (ln z) pour z ∈ E sont deux a` deux
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disjoints. Donc l’aire de leur re´union est e´gale a` la somme de leurs aires, elle meˆme
e´gale a`
∑
z∈E
|Re(w)|2 =
∑
z∈E
u|I(z)|
2pi
|Re(w)|
≥
∑
z∈E
u|I(z)|
2pi
| lnm|
≥
u| lnm|
2pi
∑
z∈E
|I(z)|
≥
u| lnm|
2pi
2pi
3
≥
u
3
| lnm|
Ainsi l’aire de
⋃
exp(w)∈Z
T (w) est minore´e par une valeur proportionnelle a` | lnm|
(avec un coefficient de´pendant de d). Il suffit alors d’appliquer la proposition 2. 
Lemme 12 Pour tout d > 0, pour toute fonction f : D → D fixant 0 et tous
r ∈]e−1, 1[ et q ∈ N, q ≥ 2, tels que la distance hyperbolique dans D entre r et
r exp(i2pi/q) est ≤ d, alors
ln(r′) ≤ ln(r)/K(d) (< 0)
ou` r′ est le rayon conforme de D \ f(rUq), et K(d) est la constante du lemme
pre´ce´dent.
Preuve : Il suffit de prendre pour γi l’image par f de la ge´ode´sique qui relie
r exp(i2pii/q) a` r exp(i2pi(i+1)/q). Si l’un d’entre eux touche 0 il suffit de conside´rer
une valeur de r le´ge`rement infe´rieure et de passer a` la limite. Le nombre de tours
autour de 0 de la concate´nation de ces chemins est e´gal a` au nombre de fois que f
atteint 0 et donc est > 0. 
Pour conclure, remarquons que pour toute valeur de d, il existe une constanteR(d) >
0 telle que si q ≥ 3, r ≥ e−1, (valeurs que j’ai fixe´es arbitrairement), et si q| ln(r)| ≥
R(d), alors la condition sur les distances hyperboliques des lemmes pre´ce´dents est
ve´rifie´e.
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Conclusion
Je pense que les constantes K ′ et K peuvent eˆtre conside´rablement ame´liore´es.
On peut e´galement chercher a` remplacer la forme triangulaire par une autre, pour
avoir un quotient K ′/K encore meilleur (dans le pre´sent article, nous obtenons un
quotient de l’ordre de 4.106).
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